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ОБЩАЯ ХАР АКТЕРИСfИКА РАБОТЫ 
Актуальность пмы. Понятие поля и тесно связанное с ним поюrrие группы 
оформились только в XIX веке . 
Г. Канrор (1845-1918) (6) одним ю первых начал систематическое изучение 
понятия линейного порядка. В частности, он ввёл поюrmе впо;mе упорядочеЮtоrо 
множества и начал изучение кардинаоов и ординалов . 
Теория упорядоченных rpy1D1 и полей [1, 2) занимает заметное место в 
совремс:Юtой математике . Р . Бэр (1902-1979) начал юучение упорядоченных. тел 
[25]. В последующеи, стали исследоваться линейно и решёточно упорядоченные 
груrmы [7, 8, 26]. 
В авrусте 1900 ro~ в своём доКJiаДе на П Международном конгрессе 
матеиатиков в Париже Д. Гильберт (1862-1943) сформулировал вопрос о 
представимостн положительного многочлена в виде суммы квадратов мноrочленов 
(17-я проблема Гильберта) [19). Работая над этим вопросом, Э. Артин (1898-1962) и 
О. Шрайер (1901-1929) начали исследования по теории линейно упорядоченных 
полей [24). Они нашли алrебраическую характеризацюо полей, допускающих. 
линейный порядок, который совместим с алrебраической струlСl)'рой поля. Ими 
также было введено поюrmе формально вещественноrо поля и получен критерий 
линейной упорядочиваемости поля. 
Строение сечений в упорядоченном поле даёт важную информацию о свойствах 
самого поля. По-видимому, Р. Дсдекинд (1831-1916) был первым математиком, 
который использовал поюrrие сечения во множествах рационаm.ных и 
веществеЮtых чисел при построеlШИ своей теории вещественного числа [4, 27). 
Известно, что каждое архимедово поле изоморфно некоторому подпалю поля всех 
вещественных чисел с ero естественной упорядоченностью [35). Таким образом, 
первые уrюрядоченные поля, сечения в которых подверrлись изучению, были 
подполями R. Со вреиенем лоrика исследования упорядочеЮfЫХ полей привела к 
некоторой классифихации сечений в уrюрядоченных полях. 
Изучение неархимедовых: полей привеоо к определению сечений Гёльдера 
(1859-1937) и фундаментальных сечений [З) . В 80-х годах прошлоrо века 
Г.Г. Пестовым [13) и Ф. Делон [28) было введено понятие алгебраического сечения. 
В теории линейоо упорядочеЮ1Ых полей сущесnенную роль играют различные 
замыкания. упорядоченного поля. Эти вопросы изучались, в частности, Р . Бэром 
[25). Наиболее основательному изучению подверrлись ПОНЯТИJI вещественного, 
топологического и архимедовскоrо замыuний, хотя Р . Бэр исследовал ещё и 
некоторые комбинации замьuсаний. Расширение поля до замыкания тоrо или иного 
вида можно осуществить с оомощью последовательности прос'IЫХ расширений - та 
называемых заполнений сечений [ 14]. 
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Единственность линейного упорядочения вещественно замкнутого поля 
до1:азана Э. Артюt0м и О. Шрайерои в 1925 rоду. К концу 50-х годов прошлого 
всn юuсопился большой материал в области уrюрядоченных алгебраических 
структур. Систсматиз11ЦИЯ этоrо материала проведена венrсрсJСЮС м~rrсиатиkОм 
Л. Фуксом [23). В 1969 rоду Ю.Л. Ершовым описана rсонструkЦИЯ формально 
вещественного поля с заданным числом нс:изоморфных порядков [5]. 
Важной темой теории упорядоченных полей оляетс• построение 
упорядоченного поля с помощью той или ююй конструJСЦИИ. Известно, что фахтор­
структура кольца по мuсимат.ному идеалу есть поле . При определёкных условиях 
на исходное кольцо поле частных является упорядоченным полем . 
Определение лииейноrо порЯДkа вознюсло в результате исследования 
расположения точек на прямой. Поле вещественных чисел явилось первым 
примером линейно уnорядочеmюrо поля. 
Различиые rюдходы к обобщению понпия линейного пор11ДU по размерности 
предпринимались мноrнми математиками, начиная с Г. Канrора. 
Снстематнчес1СОС изучение обобщений ПОЮПЮI порядка по размерности было 
предпрНИJlТО в работах Э. Шпернера (1906-1980) [36] и Э . Глоха [29]. 
Идея обобщения лннейноrо порядка по размерности получила 
последовательное развитие в независимых работах Л. Новаха [31-34] и Г. Г. Пестова 
[9-12). В работах Г.Г. Пестова [16-18] и А. И. Терре [20, 22) введено определеЮtС 
двумерноrо порядха, двумерно упордочеиноrо поля, определение верхнего к.онуса и 
получена харахтериацня верхнеrо 1:онуса поля. 
В работах А.И. Терре (21] получены, в частности, следующие результаты. 
Поле имеет харахтеристиr:у нуль тоrда и тольхо тогда, когда оно допускает 
линейное или двумерное упор11Дочивание. 
Поле характеристюс:и нуль допускает единственное, с точностью до 
изоморфизма, двумерное упорядочивание тогда и только тогда, когда оно 
изоморфно полю алrебраичесl:НХ чисел над Q. 
Все поля характеристики нуль можно раздетrть на три класса: 
1) поля характернсТИl:И нуль, не являющиеся формально веществеННЬlми. 
Данные поля можно упорядочить двумерно, но не линейно; 
2) формально вещественные поля, не допусхающее изоморфного вложения ни 
в шое нормальное расширение поля Q. Поля этого хласса как линейно, 
так и двумерно упорядочиваемы; 
3) поля. юоморфно вкладываеиwе в некоторое нормальное расширение поля 
Q. ТаJСИе поля допускают только линейное упорядочивание . 
Пестовым Г.Г. введено понятие бссхонсчно близкого элемента к базе двумерно 
упорядочеююrо поля [15], изучены некоторые свойства этих. элеменrов, 
сформулированы теоремы. 
. . , .. ~"-..-.. ~ ......... 
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Данная работа является лоmческим продолжением этого направления 
исследований. 
Цепь работы 
1. Установить связь меж.цу фующияыи 'l'a(x) и <р(х), определёниыми на двумерно 
упорядоченном поле . 
2. Доказать, что множество бесконечно близких к базе Pu элементов является 
подполем двумерно упорядоченного поля (Р , Р"). 
3. Получить криrерий бесконечной узости двумерно упор11Дочениоrо поля. 
4. На основе заданиого линейно упорядоченного поля построить конструкцюо 
бесконечно узкоrо поля. 
Обща11 методика ис:следоаани11 . В диссертации используются методы 
mrнейной алгебры, теории полей характеристики нуль , теории линейно и двумерно 
упорядочеННЬIХ полей, элементы диффере1Щиальноrо исчисления. 
Научная новюна. Все основные результаты работы являются новыми. 
Основными результатами можно считать следующие . 
1. Доказано тождество , связывающее фуНJЩЮf 1j1.(x) и <р(х), опрсделённые на 
двумерно упорядоченном поле . 
2. Доказано, что множество элементов , бесконечно близких к базе двумерно 
упорядоченного поля, есть подполе этот поля. 
3. Получен критерий бесконечной узости двумерно упорядоченного поля: 
двумерно упорядоченное по.'lе является бесконечно узким тогда и только 
тогда, когда правый конус поля является положительным конусом поля. 
4. Ormcaнa конструкция двумерно упорядоченного бесконечно узкого поля на 
основе заданноrо линейно упорядоченного поля. 
Теоретическа11 и практическая ценность . Диссертационная работа 
представляет собой захонченное научное исследование . Результаты работы имеют 
теоретическое значение . Они могут быть использованы в исследованиях по теории 
упорядоченных полей и теории полей характеристики нуль; в университетских 
спецкурсах для студентов старших курсов и аспирантов. 
АпробаЦЮI работы . Основные результаты диссертации докладыва:IИсь на 
международных конфере!ЩИЯХ «Мальцевские чтения» в 2006, 2008 и 2009 rодах 
(r. Новосибирск, Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН); на Научной 
конферснwm молодых учёных, аспирантов и студентов ММФ ТГУ. посвящ/!нной 
300-летию со дня рождения Леонарда Эйлера (г. Томск, апрель 2007 rода) ; на ХП 
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(r. Томск, апрель 2008 года) и ХШ (г. Томск, апрель 2009 rода) Всероссийских: 
асонфсрсНЦWIХ студентов, аспирантов и молодых учёньrх «Hayu и образование» 
(ТПIУ): на Вссроссийсхой хонфсрсtЩИИ по математюсе и мехаиихе, посвщёmюй 
130-лстюо ТГУ и 60-леlЮО ММФ (г. Томс1е, ссmябрь 2008 rода). 
Структура и объlм работы. Диссертационная работа изложена на 69 
страющах машижшисного текста. Она состоит из CIDfCU обозначений, введения, 
четwрёх глав и списка литературы . Каждая глава разбита на параграфы . Полная 
бибmюграфия включает 46 наименований, из них 10 - работы автора по теме 
диссертации. 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Введенж. Во введсlПIИ юложсна история вопроса, представлен обзор 
результатов, связанных с тсматихой диссертации, сформулированы основные 
результаты. 
Пераая глааа начинается с основных определений теории двумерно 
уrюрядоченных полей. 
О11ределение 1.1.1. Пусть :r"' (о1 , Ь1), у= (01, Ь 2) , z = (а3, Ь3) - точхи плоскости 
R1• Фунхция 112 задаваемая формулой: 
11 2(х. у, z) = sg , Ь1 1 = sg ·а, -а,) (Ь, -ь, , ~1 ь, J ~ ~ (а, -а1 ) (Ь, -Ь1 ) а, ь, 
называстс.11 функцией стандартной ориентации n.•оско~'ти R2• 
Определение 1.1.2. Пусn М - проюво;u,ное непустое множество. 
ФуНJЩИJ1 l;, опрсделённu сле.цуюЩЮ1 образом: 
~ : М 3 --+ {О, 1, -1}, 'v'A сМ, ~1 s; S, 
существует НИЬС:IСЦИJI ф : А~ R2, такая что 
V :r, у, z е А выrюлнено : ~(:r, у, z) = 11 2(ф(х), ф(у), ф(z)), 
называется функцией двумерного порядка, зацанной на множестве М. 
Определение 1.1.3. Поле Р называется двумерно упорядоченным полси, если 
фующия двумерного rюpJIДJ(a 1:,, заданная на Р, согласована с алrсбраичесmй 
структурой поля. 
Пусть (Р, ~) есть двумерно уrюрядочеlПf.ое поле; а, Ь е Р, а"' Ь . Множество 
{хе PI ~(а, Ь, х) =О} назовём прямой, проходящей через точки а, Ь . 
Определение 1.1.4. Базой Р0 двумерно упорядочснноrо ПОЛJI (Р, Q называется 
множество: 
Р0 = {хе PI ~(О, 1, х) =О} . 
Иначе : базай двуиерно упорядочеlПf.ого поля назЬ111ается прямая., проходящая через · 
ТОЧЮf 0 И 1. 
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ОпреiИление 1.1.S. Верхни.w конусо.w Р" поля (Р, Q называется множество: 
Р" ={хе PI ~(О, 1 , х)~ О} . 
. 
Выделяют оm/\рытый верхний -,.:онус Р" поля (Р, Q, определёиный следующим 
образом: 
Р" ={хе PI ~(О, 1, х) >О}= Р"\ Pu. 
Известно [15), что верхний конус однозначно определяет двумерный порядок в 
поле. 
Прш1ер 1.1.1. Пусть F - произвольное линейно упорядочеююе поле. В поле 
F(i) введём двумерный порядок 11(z1, z2, zз) следующим образом. Пусть z1 = х1 + iy1, 
rде х1 , у1 е F ( 1 -:;.j-:;. 3). Тогда полагаем 
Х1 У1 
ТJ(Z1, Z2, Zз) = Х2 У2 
х~ Уз 
Поле (F(i). ТJ) является двумерно упорядоченным . 
Определение 1.1.7. В поле (Р, Р") зададим предпорядок <"следующим образом: 
\;/х, у е Р,х<.у~ (у-х) е Р" . 
Определение 1.1.8. Введём в Р" бинарное отношение >- следующим образом. 
Будем считать, что у >-Х, если: 
1. у е Р0- , хе Р"\Р0-, или 
. . 
2. yr-1 ер•, если у е Р", хе Р"\Ро-. 
Лемма 1.1.1. Бинарное отношение>- есть строгое отношение предпорядка. 
Опреде..1ение 1.1.9. Правым конусом Р' двумерно упорядочеююrо поля (Р, Р") 
называется множество: 
Р" = {хе PI (хе Р". х2 е Р"\Р0) v(x е -Р". xz е -Р"\Р0) v хе Pu'} . 
Пример 1.1.7. В поле С с верхним конусом: 
С'= {z е CI Im z ~О} 
правый конус есть множество: 
С = {z е CI Re z > О л z = О}. 
Расположение эт:меиrов С' в поле С поясняет данное название. 
Определение 1.1.10. В поле (Р, Р") зададим предпорядок < следующим 
образом: 
\;/х, у е Р, х <у, тогда и только тоrда, когда (у-х) е Р'. 
Опреде..1ение 1.1.1. Пусть (Р, Р") - двумерно упорядоченное поле с базой Ре. 
Элеменr а е Р называется бесконечно близки.w к базе Р0 • если: 
'tn \;fr е Pu (1·<а) ~ (a-r)" е Р" 
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'r:/n 'r:/r е Р0 (r<a) ~ (а-1·)" е -Р" 
Множеспо бесwнечно близJСИХ к базе элемеиrо11 обозначим через В. 
Бесконечно близкий х базе элемекr наrлядно можно представкrь, хак элемент с 
бесхонечно малым apryw:eиroм. 
В часnюсщ элеuекrы базы Р0 оо определению nЛ11Ютс11 бесJСОнсчно близJСИМИ 
к базе. 
При.мер 1.2.1. РассмотрШ4 расширение R(a) поля R с помощью бесхонечно 
малой а и расширение R(a, i) поля: R(a). В работе доказано, что элемекr (п + ai) 
поля. Р = Q(it + ai) с: R(a, i), Я111111.етс11 бесхонечно близким к базе Q. 
Далее в первой rлue изучены нсхоторые свойства мtюжества бесхонечно 
близJСИХ х базе элемекrов. В частиосщ доказаны следующие теоремы. 
Теорема 1.2.1. Пусть а е В. Если а е Р" , то 
'r:/n'r:/reP0 (r<a)~(a-r)"e P"r-.P'. 
Теорема 1.2.2. В+ Р0 с: В. 
Теорема 1.2.3. Р0+в с В. 
Цеиrральиым резулътатои второй главы Я11ляетс11 доказателъство тождества, 
сuзывающего функции 'lf..(X) и <р(х), определёниые ниже. 
Пусть а - бесJСОнечно близпdl к базе Р0 элемеиr. Для каждого хе Ро[а] 
определим в Ро следующие два сечеНИJ1: 
w.-(x) = {r е Ро 1 га<. х}; '1'/(х) = {r е Ро 1 х <. ra}; 
qi-(x) = {r е Р0 1 r < х}; ip+(x) = {r е Ро 1 х < r}. 
Из11ССТН0 [15], что указанные сечеВИJ1 фуццамекrальны. Элемеиrы из непрерЫ11ного 
замЫJСания Р0 поля Р0, хоторые произвоДJП эти сечения, обозначим соответственно 
через lfl..{X) и <р(х). 
Ииеет место следующая 
Теорема 2.2.3. (об основном тождестве). Пусть Р есть двумер1Ю 
уmрядоченное поле . Если а есть бесконечно близuй JC базе Р0 элемент, F(x) е Pu[x], 
то имеет место тождество: 
'lf..(F(a)) = Р(<р(а)) = <р(Р(а)). 
Заметим, что с помощью этого тождества вопрос о принадлежности элемента 
а верхнему хо~су сводится к более лёпс:ому вопросу о знаке многочлена Р 11 тo'llCC 
<р(а). 
В третьей глаи получен хритерий бсс11:онечной близости элемекrа двумерно 
уrюр-.цочениоrо поля к базе этого поля.. 
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Теорема 3.4.1. Элеме~п а ер• Я11ЛJ1стся бесkонсчно блюl(Ю( к базе Р0 
элеменrом тогда и только тогда, когда: 
'rln 'rlp е Ро (р> о)~ (р-а)" е -Р" . 
Основным результатом третьей главы является слсД)ющая 
Теорема 3.5.5. Множество В бесконечно близких 1С базе э1rемеиrов является 
rюдполем 2-упорядоченноrо поля (Р, +, -). 
Четвt!ртая r лава посвящена бесконечно узким двумерно уrюрядочеинwм 
полям. 
Оп~нделение 4.1.1. Двумерно упорядоченное поле (К, К') иаз1а111ается 
бесконечно узки.w, если каждый его элемент бесконечно близок к базе~. 
На основе линейно упорядоченного поля Кс построиы бесконечно узkое ооле 
Теорема 4.1.2. Пусть ~ - линейно упорядоченное поле, элемент а -
трансцендентен над~. Рассмотрим поле К1 =Ко( о). Тогда множество : 
К1" = {f(o) lf(x) е ~(х),/'(а)?: О} 
есть верхний конус некоторого .ц.умерноrо порядu, при котором К1 является 
бесконечно узким полем. 
Таким образом. эта теорема доJСЗЗывает С)·ществование бесконечно узких 
полей и укаэ1а111аст алгоритм их построения. 
Так, например, линейно упорядоченное поле Q(n) допусuет cтpyrrypy 
бесконечно уз1:оrо поля, где база есть поле Q, а элемент n - бесконечно близок к 
базе и прин1ЩЛСжиr открытому верхнему 1:онусу построенного 2-порядка. 
Конструкцию бесконечно узкого поля, определяемую теоремой 4.1.2, можно 
обобщить. Пусть Ко есть линейно упорядоченное поле, К 0 есть топологическое 
заwыхание поля~ 
Пусть 13 - базис трансценденmости К 0 над полем ~. Известно, что на поле 
К u единственным образом продолжается линейный порядо1: с поля ~. 
Сформулируем тепер• центрат.ный результат этой главы. 
Теорема 4.1.3. Рассмотрим расширение К=~(!}) поля ~ с помощ.ю 
уж.азанноrо базиса трансцендснmости !\. Тогда множество 
К"= {((01, ""о") 1/(х1 , "" х") е Ко(Х1 , " ., х.), df(o1, • " ,а")?: О}. 
где 
д/ д/ df(ato"" a")=-dx1 +."+-dx. дхl ах. 
прих, = а" о, е Р. dx; = 1, 
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есть верхний конус некоторого двумерного порядка в поле К, при котором К 
является бесконечно узким полем. 
Пусть теперь поле F допускает и линейное . и двумерное упорядочивание. 
Всегда ли в этом случае оно будет бесконечно узIСИМ? Во втором параrрафе этой 
главы показано, что попе F = Q(Vl) допvскает и :~инейное, и двумерное 
упорядочивание, но не является бесконечно узким полем. 
Уточнить структуру бесконечно узких полей помоrает 
Теорема 4.2.1. (Критерий бесконечно у1коrо поля) . Пусть К двумерно 
упорядоченное поле . Поле К является бесконечно узким полем тогда и только тогда, 
коrда правый конус К: поля (К, К') является положительным конусом К: поля К. 
Автор выражает глубокую благодарность своему научно.wу руководителю 
профес,·ору Пестову Герману ГаврилоtJUчу за постановку задач и постоянное 
вни,wание ко все.w этапам данной работы . 
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